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Outlines



• 在前面我們討論𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐹𝐹)條件機率的部分，給定𝐹𝐹的前提下𝐸𝐸的條
件機率𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐹𝐹)，通常不等於𝑃𝑃(𝐸𝐸)。

• 假設今天給定𝐹𝐹的前提下𝐸𝐸的條件機率𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐹𝐹) 等於𝑃𝑃(𝐸𝐸)，我們則
可以說事件𝐸𝐸與𝐹𝐹彼此獨立，因為他們不會有相依性。

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 =
𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹
𝑃𝑃 𝐹𝐹

= 𝑃𝑃 𝐸𝐸 ⇒ 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃(𝐹𝐹)
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Independent Events



• Definition
• Two events 𝐸𝐸 and 𝐹𝐹 are said to be independent if 𝑷𝑷(𝑬𝑬𝑬𝑬) =
𝑷𝑷(𝑬𝑬)𝑷𝑷(𝑬𝑬) holds.

• Two events 𝐸𝐸 and 𝐹𝐹 that are not independent are said to be 
dependent.
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• 舉一個簡單的例子，假設今天投擲一顆公平的骰子，出現奇數的事
件為E，而出現3的倍數事件為F。那麼出現點數為奇數下，點數為
3的倍數條件機率為?

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
1
2

;𝑃𝑃 𝐹𝐹 =
1
3

;𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 =
1
6

𝑃𝑃 𝐹𝐹 𝐸𝐸 =
𝑃𝑃 𝐹𝐹𝐸𝐸
𝑃𝑃 𝐸𝐸

=
1
6
1
2

=
1
3

= 𝑃𝑃 𝐹𝐹 ; 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 =
𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐹𝐹)
𝑃𝑃(𝐹𝐹)

=
1
6
1
3

=
1
2

= 𝑃𝑃(𝐸𝐸)
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• 範例一
今天投擲兩個硬幣，假設這兩枚為公平的硬幣那麼就會有四種不同
的結果。給定事件𝐸𝐸為第一枚硬幣為人頭，事件𝐹𝐹為第二枚為背
面。則事件𝐸𝐸與事件𝐹𝐹互為獨立，因。

因為𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐹𝐹) = 𝑃𝑃({(ℎ, 𝑡𝑡)}) = 1
4

因此𝑃𝑃(𝐸𝐸) = 𝑃𝑃({((ℎ,ℎ), (ℎ, 𝑡𝑡)}) = 1
2
，而𝑃𝑃(𝐹𝐹) = ({(ℎ, 𝑡𝑡), (𝑡𝑡, 𝑡𝑡)}) = 1

2
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• 範例二
假設我們投擲兩顆公平的骰子，令事件𝐸𝐸1為點數合為6的事件，事
件𝐹𝐹為第一顆骰子的點數為4。則:

𝑃𝑃(𝐸𝐸1𝐹𝐹) = 𝑃𝑃 4,2 =
1

36

𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝑃𝑃 𝐹𝐹 =
5

36
1
6

=
5

216
∵ 𝑃𝑃(𝐸𝐸1𝐹𝐹) ≠ 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝑃𝑃 𝐹𝐹
∴ 𝐸𝐸1𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐹𝐹 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡

6

Independent Events



• 範例二
但如果今天𝐸𝐸2為兩個骰子點數合為7的事件，則:

𝑃𝑃(𝐸𝐸2𝐹𝐹) = 𝑃𝑃 4,3 =
1

36

𝑃𝑃 𝐸𝐸2 𝑃𝑃 𝐹𝐹 =
1
6

1
6

=
1

36
∵ 𝑃𝑃(𝐸𝐸2𝐹𝐹) = 𝑃𝑃 𝐸𝐸2 𝑃𝑃 𝐹𝐹
∴ 𝐸𝐸2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐹𝐹 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡
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• Proposition 1
If 𝐸𝐸 and 𝐹𝐹 are independent, then so are 𝐸𝐸 and 𝐹𝐹𝑐𝑐.
Proof:
假設𝐸𝐸與𝐹𝐹互為獨立。因為𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐹𝐹 ∪ 𝐸𝐸𝐹𝐹𝑐𝑐與𝐸𝐸𝐹𝐹與𝐸𝐸𝐹𝐹𝑐𝑐很明顯的為互
斥事件，所以:

𝑃𝑃 𝐸𝐸 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃 𝐹𝐹 + 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐹𝐹𝑐𝑐)
或者是

𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 1 − 𝑃𝑃 𝐹𝐹 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃(𝐹𝐹𝑐𝑐)
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• Question 1
• 假設事件E與事件F互相獨立，事件E與事件G互相獨立，試問:
事件E是否與事件FG互相獨立?

• Think about it!
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• 範例三
投擲兩顆公平的骰子，事件𝐸𝐸為點數合為7，事件𝐹𝐹為第一顆骰子點
數為4，事件𝐺𝐺為第二顆骰子的點數為3。
Solution:

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
1
6

;𝑃𝑃 𝐹𝐹 =
1
6

;𝑃𝑃 𝐺𝐺 =
1
6

從此可以知道事件𝐸𝐸與事件𝐹𝐹為獨立事件，且事件𝐸𝐸與事件𝐺𝐺為獨立
事件。但是事件𝐸𝐸與事件𝐹𝐹𝐺𝐺呢?

𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐹𝐹𝐺𝐺) = 1
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• Definition
Three events 𝐸𝐸,𝐹𝐹,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐺𝐺 are said to be independent if

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐹𝐹𝐺𝐺) = 𝑃𝑃(𝐸𝐸)𝑃𝑃(𝐹𝐹)𝑃𝑃(𝐺𝐺)

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐹𝐹) = 𝑃𝑃(𝐸𝐸)𝑃𝑃(𝐹𝐹)

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝐺𝐺) = 𝑃𝑃(𝐸𝐸)𝑃𝑃(𝐺𝐺)

𝑃𝑃(𝐹𝐹𝐺𝐺) = 𝑃𝑃(𝐹𝐹)𝑃𝑃(𝐺𝐺)
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Note that if 𝐸𝐸,𝐹𝐹,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐺𝐺 are independent, then 𝐸𝐸 will be 
independent or any event formed from 𝐹𝐹 and 𝐺𝐺. For 
instance, 𝐸𝐸 is independent of 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺, since

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 ∪ 𝐸𝐸𝐺𝐺
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐺𝐺 − 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹𝐺𝐺
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃 𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃 𝐺𝐺 − 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃 𝐹𝐹𝐺𝐺
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃 𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐺𝐺 − 𝑃𝑃 𝐹𝐹𝐺𝐺
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝑃𝑃(𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺)
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• We may extend the definition of independence to more than 
three events. Given a series of independent events 𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑛𝑛, 
for every subset 𝐸𝐸1′ ,𝐸𝐸2′ , … ,𝐸𝐸𝑟𝑟′ , 𝑎𝑎 ≤ 𝑎𝑎 of these events.

𝑃𝑃 𝐸𝐸1′ ,𝐸𝐸2′ , … ,𝐸𝐸𝑟𝑟′ = 𝑃𝑃 𝐸𝐸1′ 𝑃𝑃 𝐸𝐸2′ …𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑟𝑟′

• We define an infinite set of events to be independent if every 
finite subset of those events is independent.
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• 範例四
假設我們進行一個無限長的臨床試驗序列，其個別試驗成功的機率
為𝑖𝑖，故失敗的機率為1 − 𝑖𝑖。試問:
a) 在𝑎𝑎次試驗中，至少成功一次的機率為何?
b) 在𝑎𝑎次試驗中，在成功𝑘𝑘次的機率為何?
c) 全部試驗成功的機率為何?
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Solution:
a) 要計算在𝑎𝑎次試驗中至少成功一次的機率不好算，所以我們計算
這個事件的補集；意即在𝑎𝑎次試驗中沒有任何一次成功的機率為
何。另𝐸𝐸𝑖𝑖為第𝑖𝑖次試驗中失敗的事件且假設不同試驗失敗事件彼
此獨立，故:

∵ 𝑃𝑃 𝐸𝐸1𝐸𝐸2 ⋯𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝑃𝑃 𝐸𝐸2 ⋯𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 1 − 𝑖𝑖 𝑛𝑛

∴ 1 − 1 − 𝑖𝑖 𝑛𝑛
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b) 在𝑎𝑎次試驗中成功𝑘𝑘次，也就是失敗𝑎𝑎 − 𝑘𝑘次且假設不同試驗事件彼此獨
立，所以機率可以直接相乘，就可以直接套用二項式訂理:

𝑃𝑃 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑒𝑒𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑘𝑘 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑠𝑠 = 𝑎𝑎
𝑘𝑘 𝑖𝑖𝑘𝑘 1 − 𝑖𝑖 𝑛𝑛−𝑘𝑘

c) 全部成功的機率，就可以套(1)所有失敗事件的補集:
𝑃𝑃 𝐸𝐸1𝑐𝑐𝐸𝐸2𝑐𝑐 ⋯𝐸𝐸𝑛𝑛𝑐𝑐 = 𝑖𝑖𝑛𝑛

如果套continuity property of probabilities，則可以得出:

𝑃𝑃 �
𝑖𝑖=1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 lim
𝑛𝑛→∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝐸𝐸𝑖𝑖𝑐𝑐 = lim
𝑛𝑛→∞

𝑃𝑃 �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝐸𝐸𝑖𝑖𝑐𝑐 = lim
𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑛𝑛 = �

𝑛𝑛 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 < 1
1 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 1
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• 範例五
我們如果持續投擲一對骰子進行獨立試驗，兩個點數加起來5點在
兩個點數加起來7點之前出現的機率為何?
Solution:
令𝐸𝐸𝑛𝑛點數和不為5點或是7點出現在第𝑎𝑎 − 1輪，與點數和為5點出
現在第𝑎𝑎輪的事件，故機率為:

𝑃𝑃 �
𝑛𝑛=1

∞

𝐸𝐸𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛=1

∞

𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑛𝑛
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𝑃𝑃 5 𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑒𝑒 =
4

36
,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑃𝑃 7 𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑒𝑒 =

6
36

𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 1 −
10
36

𝑛𝑛−1 4
36

𝑃𝑃 �
𝑛𝑛=1

∞

𝐸𝐸𝑛𝑛 =
1
9
�
𝑛𝑛=1

∞
13
18

𝑛𝑛−1

=
1
9

×
1

1 − 13
18

=
2
5
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令事件𝐸𝐸為點數合為5點出現在點數合為7點之前的事件，通過第一
次試驗獲得需要計算的機率: 事件𝐹𝐹第一次點數和為5點的事件；事
件𝐺𝐺為點數和為7點的事件；事件𝐻𝐻為第一次點數和不為5點也不是
7點的事件。
𝑃𝑃 𝐸𝐸 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 𝑃𝑃 𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝑃𝑃 𝐺𝐺 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐻𝐻
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 = 1
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺 = 0
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸)

𝑃𝑃 𝐹𝐹 =
4

36
;𝑃𝑃 𝐺𝐺 =

6
36

;𝑃𝑃 𝐻𝐻 =
26
36

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
1
9

+ 𝑃𝑃 𝐸𝐸
13
18

⇒ 𝑃𝑃(𝐸𝐸) =
2
5 19
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• 範例六
某餐廳舉辦家庭日活動，發放𝑎𝑎種不同的優惠卷。每獲得一張新𝑖𝑖種優
惠卷的事件彼此獨立且𝑖𝑖𝑖𝑖，所有種類的機率和為∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1。假設你
收集到𝑘𝑘個優惠卷中，事件𝐴𝐴𝑖𝑖為至少獲得一張第𝑖𝑖種的優惠卷且𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗:
a) 求𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖)
b) 求𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗)
c) 求𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖|𝐴𝐴𝑗𝑗)
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Solution:
(a)
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 = 1 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑐𝑐 = 1 − 𝑃𝑃 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑠𝑠 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑖𝑖 = 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘

(b)
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗 = 1 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗

𝑐𝑐

= 1 − 𝑃𝑃 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑠𝑠 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑗𝑗 = 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑘𝑘

(c)

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗 =
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗)
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑗𝑗)

,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑠𝑠𝑒𝑒𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑛𝑛𝑏𝑏𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑛𝑛𝑓𝑓 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗 .
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𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗 =
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗)
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑗𝑗)

,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑠𝑠𝑒𝑒𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑛𝑛𝑏𝑏𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑛𝑛𝑓𝑓 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗 .

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖⋃𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑗𝑗 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗
⇒ 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗 = 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘 + 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑘𝑘
− 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑘𝑘

⇒ 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗 = 1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘 − 1 − 𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑘𝑘

+ 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑘𝑘

⇒ 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗 =
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗)
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑗𝑗)

=
1 − 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘 − 1 − 𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑘𝑘
+ 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑘𝑘

1 − 1 − 𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑘𝑘
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• 範例七: The Problem of the points
獨立試驗結果成功的機率為𝑖𝑖，失敗的機率為1 − 𝑖𝑖。試問在𝑓𝑓次失
敗之前，有發生𝑎𝑎次成功的機率為何? 我們可以想成今天A跟B在玩
賭點數，如果A贏了可以獲得一點；反之，輸了就是B獲得一點，
試問B要輸𝑓𝑓次之前，A贏𝑎𝑎次的機率為何?
Solution:
令𝑃𝑃𝑛𝑛,𝑚𝑚為輸𝑓𝑓次前提下贏𝑎𝑎次的機率，透過第一次試驗結果得出:

𝑃𝑃𝑛𝑛,𝑚𝑚 = 𝑖𝑖𝑃𝑃𝑛𝑛−1,𝑚𝑚 + 1 − 𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑛𝑛,𝑚𝑚−1,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 ≥ 1,𝑓𝑓 ≥ 1
雖然可以用邊界條件 (𝑃𝑃𝑛𝑛,0 = 0; 𝑃𝑃0,𝑚𝑚 = 1 )來解，但是太難計算
了。。。
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費馬認為如果要在𝑓𝑓次失敗之前要出現至少𝑎𝑎次成功，那麼就是至
少𝑎𝑎次成功會在𝑓𝑓 + 𝑎𝑎 − 1次的試驗中發生完畢，就即使這個試驗提
早結束(< 𝑓𝑓 + 𝑎𝑎 − 1次)，也有必要持續進行到結束。換句話說，
至少有𝑎𝑎次成功會在全部𝑓𝑓 + 𝑎𝑎 − 1次試驗中的𝑓𝑓 − 1次失敗後出
現，也剛好會等於原來題意的𝑎𝑎次成功必須在𝑓𝑓次失敗之前發生。
則我們可以套用範例四之(b)的解答:

𝑃𝑃𝑛𝑛,𝑚𝑚 = �
𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑚𝑚+𝑛𝑛−1
𝑓𝑓 + 𝑎𝑎 − 1

𝑘𝑘 𝑖𝑖𝑘𝑘 1 − 𝑖𝑖 𝑚𝑚+𝑛𝑛−1−𝑘𝑘
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• 範例八
今天有兩個人(A & B)去Las Vegas賭城旅遊，玩一個投擲硬幣的賭
博遊戲。如果是正面A可以從B那邊獲得一枚代幣；反之，反面的
話A必須要給B一枚代幣，一直玩到任一家破產(i.e., 沒有代幣)為
止。如果每次投擲硬幣的事件皆為獨立事件，出現正面的機率為
𝑖𝑖。試問在一開始A有𝑖𝑖枚代幣，而B有𝑁𝑁 − 𝑖𝑖枚代幣的狀況下，A結
束遊戲的機率為何?
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Solution:
令事件𝐸𝐸為在一開始A有𝑖𝑖枚代幣，而B有𝑁𝑁 − 𝑖𝑖枚代幣的狀況下，A
用光所有代幣結束遊戲的事件，使得𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸)。
我們可以用第一次投擲硬幣的結果來表示𝑃𝑃(𝐸𝐸)，令事件H為第一次
投擲硬幣為正面的事件:
𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐻𝐻 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐻𝐻𝑐𝑐

= 𝑖𝑖𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 + 1 − 𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻𝑐𝑐)
結束完第一輪此時A從B那邊獲得一枚代幣，兩邊狀態更新:
A有𝑖𝑖 + 1枚代幣，而B有𝑁𝑁 − 𝑖𝑖 − 1枚代幣
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我們可以將其中兩個條件機率想像為𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃𝑖𝑖+1;𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 =
𝑃𝑃𝑖𝑖−1，其實也就是將起始條件更改為A有𝑖𝑖 + 1枚代幣，而B有𝑁𝑁 −
𝑖𝑖 − 1枚代幣的概念。

此時，我們可以令𝑞𝑞 = 1 − 𝑖𝑖
𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑃𝑃𝑖𝑖+1 + 𝑞𝑞𝑃𝑃𝑖𝑖−1,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁 − 1

設定我們的邊界條件𝑃𝑃0 = 0 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑃𝑃𝑁𝑁 = 1,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 + 𝑞𝑞 = 1
𝑖𝑖𝑃𝑃𝑖𝑖 + 𝑞𝑞𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑃𝑃𝑖𝑖+1 + 𝑞𝑞𝑃𝑃𝑖𝑖−1
𝑃𝑃𝑖𝑖+1 − 𝑃𝑃𝑖𝑖 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖
𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 , 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁 − 1
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𝑃𝑃𝑖𝑖+1 − 𝑃𝑃𝑖𝑖 =
𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 , 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁 − 1

從𝑃𝑃0 = 0開始。。。
𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃0 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃1

𝑃𝑃3 − 𝑃𝑃2 =
𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖

2

𝑃𝑃1

⋮

𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 =
𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 − 𝑃𝑃𝑖𝑖−2 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑖𝑖−1

𝑃𝑃1

⋮

𝑃𝑃𝑁𝑁 − 𝑃𝑃𝑁𝑁−1 =
𝑞𝑞
𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑁𝑁−1 − 𝑃𝑃𝑁𝑁−2 =

𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑁𝑁−1

𝑃𝑃1 28
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如果我們將前𝑖𝑖 − 1項全部加起來，可以得到:

𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑃𝑃1 = 𝑃𝑃1
𝑞𝑞
𝑖𝑖

+
𝑞𝑞
𝑖𝑖

2

+ ⋯+
𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑖𝑖−1

𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝑃𝑃1 1 +
𝑞𝑞
𝑖𝑖

+
𝑞𝑞
𝑖𝑖

2

+ ⋯+
𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑖𝑖−1

𝑃𝑃𝑖𝑖 =

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑖𝑖

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑃𝑃1 𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑞𝑞
𝑖𝑖
≠ 1

𝑖𝑖𝑃𝑃1 𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑞𝑞
𝑖𝑖

= 1

,∵ 𝑃𝑃𝑁𝑁= 1,⇒∴ 𝑃𝑃1 =

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑁𝑁 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 ≠
1
2

1
𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 =
1
2 29
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𝑃𝑃1 =

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑁𝑁 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 ≠
1
2

1
𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 =
1
2

⇒ 𝑃𝑃𝑖𝑖 =

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑖𝑖

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑁𝑁 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 ≠
1
2

𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 =
1
2

令𝑄𝑄𝑖𝑖為B贏到所有代幣的事件，且起始時A有𝑖𝑖枚代幣，而B有𝑁𝑁 − 𝑖𝑖枚代幣。

𝑄𝑄𝑖𝑖 =

1 − 𝑖𝑖
𝑞𝑞

𝑁𝑁−𝑖𝑖

1 − 𝑖𝑖
𝑞𝑞

𝑁𝑁 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑞𝑞 ≠
1
2

𝑁𝑁 − 𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑞𝑞 =
1
2 30

Independent Events



當𝑞𝑞 = 1
2
⇒ 𝑖𝑖 = 1

2
，但如果𝑞𝑞 ≠ 1

2
，

𝑃𝑃𝑖𝑖 + 𝑄𝑄𝑖𝑖 =
1 − 𝑞𝑞

𝑖𝑖
𝑖𝑖

1 − 𝑞𝑞
𝑖𝑖

𝑁𝑁 +
1 − 𝑖𝑖

𝑞𝑞
𝑁𝑁−𝑖𝑖

1 − 𝑖𝑖
𝑞𝑞

𝑁𝑁 =
𝑖𝑖𝑁𝑁 − 𝑖𝑖𝑁𝑁 𝑞𝑞

𝑖𝑖
𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑁𝑁 − 𝑞𝑞𝑁𝑁
+
𝑞𝑞𝑁𝑁 − 𝑞𝑞𝑁𝑁 𝑖𝑖

𝑞𝑞
𝑁𝑁−𝑖𝑖

𝑞𝑞𝑁𝑁 − 𝑖𝑖𝑁𝑁

𝑃𝑃𝑖𝑖 + 𝑄𝑄𝑖𝑖 =
𝑖𝑖𝑁𝑁 − 𝑖𝑖𝑁𝑁−𝑖𝑖𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑁𝑁 + 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖𝑁𝑁−𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑁𝑁 − 𝑞𝑞𝑁𝑁
= 1

這個結果當然與𝑖𝑖 = 𝑞𝑞 = 1
2
相同， 𝑖𝑖

𝑁𝑁
+ 𝑁𝑁−𝑖𝑖

𝑁𝑁
= 𝑁𝑁

𝑁𝑁
= 1，故:

𝑃𝑃𝑖𝑖 + 𝑄𝑄𝑖𝑖 = 1
31
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• Propositions
(a) 0 ≤ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ≤ 1
(b) 𝑃𝑃(𝑆𝑆|𝐹𝐹) = 1
(c) If 𝐸𝐸𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑓𝑓𝑠𝑠𝑡𝑡𝑠𝑠𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑒𝑒𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑠𝑠, 𝑡𝑡ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑃𝑃 �
1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹 = �
1

∞

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹)
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• Propositions
(a) 0 ≤ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ≤ 1
Proof:

∵ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 =
𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹
𝑃𝑃 𝐹𝐹

,∴ 0 ≤ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹 ≤ 1 ⇒ 0 ≤
𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹
𝑃𝑃 𝐹𝐹

≤ 1,

∵ 𝐸𝐸𝐹𝐹 ⊂ 𝐹𝐹 ⇒ 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≤ 𝑃𝑃(𝐹𝐹)
(b) 𝑃𝑃(𝑆𝑆|𝐹𝐹) = 1
Proof:

𝑃𝑃 𝑆𝑆 𝐹𝐹 =
𝑃𝑃 𝑆𝑆𝐹𝐹
𝑃𝑃 𝐹𝐹

=
𝑃𝑃 𝐹𝐹
𝑃𝑃 𝐹𝐹

= 1

33

P(·|F) is a Probability



(c) If 𝐸𝐸𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑓𝑓𝑠𝑠𝑡𝑡𝑠𝑠𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑒𝑒𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑠𝑠, 𝑡𝑡ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑃𝑃 �
1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹 = �
1

∞

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹)

Proof:

𝑃𝑃 �
𝑖𝑖=1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹 =
𝑃𝑃 ⋃𝑖𝑖=1

∞ 𝐸𝐸𝑖𝑖 𝐹𝐹
𝑃𝑃(𝐹𝐹)

=
𝑃𝑃 ⋃𝑖𝑖=1

∞ 𝐸𝐸𝑖𝑖 𝐹𝐹
𝑃𝑃(𝐹𝐹)

, 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎 �
𝑖𝑖=1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖 𝐹𝐹 = �
𝑖𝑖=1

∞

𝐸𝐸𝑖𝑖 𝐹𝐹

=
∑𝑖𝑖=1∞ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝐹𝐹
𝑃𝑃(𝐹𝐹)

= �
𝑖𝑖=1

∞

𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑖𝑖|𝐹𝐹 ,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐸𝐸𝑖𝑖𝐸𝐸𝑗𝑗 = ∅ ⇒ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝐹𝐹𝐸𝐸𝑗𝑗𝐹𝐹 = ∅.
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根據前面的Proposition，如果我們令𝑄𝑄(𝐸𝐸) = 𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐹𝐹)，則𝑄𝑄(𝐸𝐸)可以
被視為在𝑆𝑆中的某個事件的機率函數。

因此
𝑄𝑄 𝐸𝐸1 ∪ 𝐸𝐸2 = 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 + 𝑄𝑄 𝐸𝐸2 − 𝑄𝑄(𝐸𝐸1𝐸𝐸2)

可以相等於
𝑃𝑃 𝐸𝐸1 ∪ 𝐸𝐸2|𝐹𝐹 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸1|𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸2|𝐹𝐹 − 𝑃𝑃 𝐸𝐸1𝐸𝐸2 𝐹𝐹
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同理，我們可以定義𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2 = 𝑄𝑄(𝐸𝐸1𝐸𝐸2)/𝑄𝑄(𝐸𝐸2)，則:
𝑄𝑄 𝐸𝐸1 = 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2 𝑄𝑄 𝐸𝐸2 + 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝑐𝑐 𝑄𝑄(𝐸𝐸2𝑐𝑐)

∵ 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2 =
𝑄𝑄(𝐸𝐸1𝐸𝐸2)
𝑄𝑄 𝐸𝐸2

=
𝑃𝑃(𝐸𝐸1𝐸𝐸2|𝐹𝐹)
𝑃𝑃(𝐸𝐸2|𝐹𝐹)

=

𝑃𝑃(𝐸𝐸1𝐸𝐸2𝐹𝐹)
𝑃𝑃(𝐹𝐹)
𝑃𝑃(𝐸𝐸2𝐹𝐹)
𝑃𝑃(𝐹𝐹)

= 𝑃𝑃(𝐸𝐸1|𝐸𝐸2𝐹𝐹)

∴ 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 = 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2 𝑄𝑄 𝐸𝐸2 + 𝑄𝑄 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝑐𝑐 𝑄𝑄(𝐸𝐸2𝑐𝑐)就可以被表示成
𝑃𝑃 𝐸𝐸1 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝐹𝐹 𝑃𝑃 𝐸𝐸2|𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑃𝑃(𝐸𝐸2𝑐𝑐|𝐹𝐹)
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• 範例九
保險公司將人群分為兩種: 一種為容易發生意外，另一種很難發生
意外。在任一年中，容易發生意外的人發生意外的機率為0.4，而
很難發生意外的人發生意外的機率為0.2。試問新加保人在第一年
發生意外的前提下，在第二年保期中發生意外的條件機率為何?
Solution:
令𝐴𝐴為新加保人為容易發生意外的人，在第𝑖𝑖保險年度發生意外的事
件為𝐴𝐴𝑖𝑖 ,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 = 1,2
故題目要求的是

𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴1 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴𝐴𝐴1 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐴𝐴1 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴𝑐𝑐𝐴𝐴1 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝐴𝐴1 37
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𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐴𝐴1 =
𝑃𝑃(𝐴𝐴1𝐴𝐴)
𝑃𝑃(𝐴𝐴1)

=
𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝐴𝐴 𝑃𝑃(𝐴𝐴)

𝑃𝑃(𝐴𝐴1)
假設𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 0.3

𝑃𝑃 𝐴𝐴1 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐
𝑃𝑃 𝐴𝐴1 = 0.4 × 0.3 + 0.2 × 0.7 = 0.26

𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐴𝐴1 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝐴𝐴 𝑃𝑃(𝐴𝐴)

𝑃𝑃(𝐴𝐴1)
=

0.4 × 0.3
0.26

=
6

13

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝐴𝐴1 = 1 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐴𝐴1 =
7

13
∵ 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴𝐴𝐴1 = 0.4 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴𝑐𝑐𝐴𝐴1 = 0.2

∴ 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝐴𝐴1 = 0.4 ×
6

13
+ 0.2 ×

7
13

≈ 0.29 38
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• 範例十
今天一隻母貓生出一隻小貓，但是不知道這隻小貓的生父為何?目
前已知可能是兩隻公貓的其中一隻，令生父為第一隻公貓的機率為
𝑖𝑖，則生父為第二隻公貓的機率為1 − 𝑖𝑖。DNA基因檢測結果顯示，
母貓有一組基因為(𝐴𝐴,𝐴𝐴)；第一隻公貓該組基因為(𝑎𝑎,𝑎𝑎)；第二隻公
貓該組基因為(𝐴𝐴,𝑎𝑎)。如果小貓同一組基因為(𝐴𝐴,𝑎𝑎)，則生父為第一
隻公貓的機率為何?

39
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Solution:
令𝑀𝑀𝑖𝑖 ,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 = 1,2為第𝑖𝑖隻公貓為生父的事件；𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎為小貓基因為
(𝐴𝐴,𝑎𝑎)的事件，則題目要求的是𝑃𝑃(𝑀𝑀1|𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎)

𝑃𝑃 𝑀𝑀1 𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎 =
𝑃𝑃(𝑀𝑀1𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎)
𝑃𝑃(𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎)

=
𝑃𝑃 𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎 𝑀𝑀1 𝑃𝑃(𝑀𝑀1)

𝑃𝑃 𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎|𝑀𝑀1 𝑃𝑃(𝑀𝑀1) + 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝐴𝐴,𝑎𝑎 𝑀𝑀2 𝑃𝑃(𝑀𝑀2)

=
1 × 𝑖𝑖

1 × 𝑖𝑖 + (1/2) × (1 − 𝑖𝑖)
=

2𝑖𝑖
1 + 𝑖𝑖

∵
2𝑖𝑖

1 + 𝑖𝑖
> 𝑖𝑖,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 < 1
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• 範例十一
又到了做獨立試驗的時候，成功的機率為𝑖𝑖，失敗的機率為1 − 𝑖𝑖。
試問在𝑓𝑓次連續失敗之前，𝑎𝑎次連續成功的機率為何?
Solution:
令事件𝐸𝐸為在𝑓𝑓次連續失敗之前，𝑎𝑎次連續成功的事件。首先，我
們先計算第一次試驗結果，令𝐻𝐻為第一次試驗結果成功的事件，則:

𝑃𝑃 𝐸𝐸 = 𝑖𝑖𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 + 𝑞𝑞𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 ,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑞𝑞 = 1 − 𝑖𝑖
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現在已知第一次的試驗成功，那麼在𝑓𝑓次連續失敗之前，還需要成
功𝑎𝑎 − 1次。令事件𝐹𝐹為第二次試驗到第𝑎𝑎次試驗結果都為成功的事
件:
∵ 𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷: 𝑃𝑃 𝐸𝐸1|𝐹𝐹 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝐹𝐹 𝑃𝑃 𝐸𝐸2|𝐹𝐹 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸1 𝐸𝐸2𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑃𝑃(𝐸𝐸2𝑐𝑐|𝐹𝐹)

∴ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐹𝐹 𝐻𝐻 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝑐𝑐𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑐𝑐 𝐻𝐻
𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝐻𝐻 = 1

如果𝐹𝐹𝑐𝑐𝐻𝐻事件發生的話，就代表第一次是結果成功，但是在第二次
到第𝑎𝑎 − 1次的試驗中會出現失敗，且會將剛剛前面所有成功的試驗
作廢(跟打保齡球的全倒積分很像)。

∴ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝑐𝑐𝐻𝐻 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻𝑐𝑐)
42
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獨立試驗代表𝐹𝐹與𝐻𝐻之間也是彼此獨立，因為𝑃𝑃 𝐹𝐹 = 𝑖𝑖𝑛𝑛−1

故𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐹𝐹 𝐻𝐻 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐹𝐹𝑐𝑐𝐻𝐻 𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑐𝑐 𝐻𝐻
為𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 1 × 𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + (1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1)𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻𝑐𝑐)
接下來用相同的方式處理𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻𝑐𝑐)，令事件𝐺𝐺為第二次試驗到第𝑓𝑓次
試驗都是失敗的事件。

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝐻𝐻𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐺𝐺 𝐻𝐻𝑐𝑐 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝑐𝑐𝐻𝐻𝑐𝑐 𝑃𝑃(𝐺𝐺𝑐𝑐|𝐻𝐻𝑐𝑐)
𝐺𝐺𝐻𝐻𝑐𝑐為前𝑓𝑓次試驗都是失敗，所以𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝐻𝐻𝑐𝑐 = 0
𝐺𝐺𝑐𝑐|𝐻𝐻𝑐𝑐發生的時候，第一次試驗失敗但在接下來𝑓𝑓 − 1次的試驗中至
少有一次成功，同時這一次成功將會抹除之前所有失敗的紀錄

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝑐𝑐𝐻𝐻𝑐𝑐 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻) 43
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∵ 𝑃𝑃 𝐺𝐺𝑐𝑐 𝐻𝐻𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 𝐺𝐺𝑐𝑐 = 1 − 𝑞𝑞𝑚𝑚−1

∴ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 = 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝐻𝐻𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐺𝐺 𝐻𝐻𝑐𝑐 + 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐺𝐺𝑐𝑐𝐻𝐻𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐺𝐺𝑐𝑐 𝐻𝐻𝑐𝑐

⇒ 𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 = 1 − 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻)
此時可將上式與前面的𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 = 1 × 𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + (1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1)𝑃𝑃(𝐸𝐸|𝐻𝐻𝑐𝑐)合併

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 =
𝑖𝑖𝑛𝑛−1

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1

𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐 =
1 − 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 𝑖𝑖𝑛𝑛−1

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1
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故得出𝑃𝑃 𝐸𝐸 = 𝑖𝑖𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻 + 𝑞𝑞𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑐𝑐

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
𝑖𝑖𝑛𝑛 + 1 − 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑛𝑛−1

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1 =
𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑛𝑛−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
𝑖𝑖𝑛𝑛−1 𝑖𝑖 + 𝑞𝑞 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1 ,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 + 𝑞𝑞 = 1

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
𝑖𝑖𝑛𝑛−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1 =
𝑖𝑖𝑛𝑛−1(1 − 𝑞𝑞𝑚𝑚)

𝑖𝑖𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑚𝑚−1 − 𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑚𝑚−1
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• 範例十二
今天有一個箱子裡面裝有𝑘𝑘 + 1枚硬幣，拋一次箱子之後，第𝑖𝑖枚硬
幣出現正面的機率為𝑖𝑖/𝑘𝑘,𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑘𝑘。假設有隨機從箱子
取出一枚硬幣，一直重複投擲該枚硬幣。試問在前𝑎𝑎次投擲該枚硬
幣結果都為正面，那個第(𝑎𝑎 + 1)次投擲該枚硬幣會出現一樣的結
果嗎?
Solution:
令𝐶𝐶𝑖𝑖為第𝑖𝑖枚硬幣(𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑘𝑘)被選到的事件，事件𝐹𝐹𝑛𝑛為前𝑎𝑎次投
擲該枚硬幣都為正面；事件𝐻𝐻為第(𝑎𝑎 + 1)次為正面的事件。
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本題要求的是𝑃𝑃(𝐻𝐻|𝐹𝐹𝑛𝑛)

𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛 = �
𝑖𝑖=0

𝑘𝑘

𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐶𝐶𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑖𝑖|𝐹𝐹𝑛𝑛)

假設第𝑖𝑖枚硬幣被選到，投擲硬幣的結果為條件獨立，因此每一次
出現正面的機率為𝑖𝑖/𝑘𝑘

𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐶𝐶𝑖𝑖 = 𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐶𝐶𝑖𝑖 =
𝑖𝑖
𝑘𝑘

𝑃𝑃 𝐶𝐶𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑛𝑛 =
𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑖𝑖𝐹𝐹𝑛𝑛)
𝑃𝑃(𝐹𝐹𝑛𝑛)

=
𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑖𝑖)

∑𝑗𝑗=0𝑘𝑘 𝑃𝑃 𝐹𝐹𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑗𝑗 𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑗𝑗)
=

𝑖𝑖/𝑘𝑘 𝑛𝑛 1/(𝑘𝑘 + 1)
∑𝑗𝑗=0𝑘𝑘 𝑗𝑗/𝑘𝑘 𝑛𝑛 1/(𝑘𝑘 + 1)
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𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛 = �
𝑖𝑖=0

𝑘𝑘

𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐶𝐶𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑖𝑖|𝐹𝐹𝑛𝑛) =
∑𝑖𝑖=0𝑘𝑘 𝑖𝑖/𝑘𝑘 𝑛𝑛+1

∑𝑗𝑗=0𝑘𝑘 𝑗𝑗/𝑘𝑘 𝑛𝑛

當𝑘𝑘很大的時候，
1
𝑘𝑘
�
𝑖𝑖=0

𝑘𝑘
𝑖𝑖
𝑘𝑘

𝑛𝑛+1
≈ �

0

1
𝑒𝑒𝑛𝑛+1𝑎𝑎𝑒𝑒 =

1
𝑎𝑎 + 2

1
𝑘𝑘
�
𝑗𝑗=0

𝑘𝑘
𝑗𝑗
𝑘𝑘

𝑛𝑛
≈ �

0

1
𝑒𝑒𝑛𝑛𝑎𝑎𝑒𝑒 =

1
𝑎𝑎 + 1

故 𝑃𝑃 𝐻𝐻 𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2 48

P(·|F) is a Probability



• Selected Problems from Sheldon Ross Textbook [1].
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[#7] Assignment

[1] Sheldon Ross. A First of Course in Probability. 8th edition. 
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[#7] Assignment



Ross, S. (2010). A first course in probability. Pearson.

51

Reference



52

The End
If you have any questions, please do not hesitate to ask me.
Thank you for your attention ))
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